AZ ISMERETLEN ISMEROS

Algebrai geometriarol — nem algebrai geométereknek

KovAcs SANDOR

A magyar matematikai életben az algebrai geometria egyedi helyet foglal el. Szin-
te mindenki tud a létezésérol, de kevesen ismerik behatdéan, — amolyan ismeretlen
ismerGsként él kozottiink. Az utdbbi években az érdeklédés megnétt irdanta, bar a
magyar nyelvili irodalom tovdbra is igen minimadlis. [Kollar80] az algebrai gorbék
elméletérdl irt kit{ind munka, azok szamara, akik komolyabban érdekl6dnek a téma
irdnt, feltétleniil ajanlott. [Ronyai95] az algebrai geometridnak a Fermat-sejtés
bizonyitasdban jitszott szerepét mutatja be. [Szamuely96] az algebrai geometria
egyik legfontosabb alaperedményérodl, a Riemann-Roch tételrdl sz6lé igen részletes
irds.

Léssuk mi is az az algebrai geometria valdjaban. [Kempf93| bevezetésként igy ir
réla:

»Az algebrai geometria két mediterran kulturabdl szarmazé o6tletek ke-
veréke. A pozicié és forma gbérog miivészete az arab tudoméany egyenletek
megoldasara kifejlesztett szamitasainak kontosébe bijtatva. ... Az algebrai
geometria a geometriailag hihet6 és az algebrailag lehetséges kozotti finom

egyensulyt tanulmanyozza. ... ”

Ezt a jelenséget szépen mutatja be Bezout tétele. Ez utébbi azt allitja, hogy a
komplex projektiv sikon egy m-edfoku és egy n-edfoku gorbének — megfelelé mul-
tiplicitdssal szdmolva — mn metszéspontja van. Néhany példa megvizsgaldsa utin
ez az allitds nyilvanvalonak tlinik, de a preciz bizonyitas komoly elokésziileteket
igényel.

A legfébb problémat az jelenti, hogy nem teljesen vilagos, hogy mit kell érteni a
y,megfelel6 multiplicitas” kitételen. Elvarhato, hogy ez a ,multiplicitds” tiikrozze a
metszéspont multiplicitdsit az egyes gorbéken, azaz, hogy ha példdul a metszéspont
az egyik gorbének p-szeres, a masiknak g-szoros pontja, akkor ez a ,multiplicit4s”
legaldbb pq legyen. Ugyanakkor azt is elvarjuk, hogy példaul egy kort érintd egyenes
és a kor metszéspontjat kétszeres multiplicitassal szamoljuk. Ezeket figyelembe
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véve lathatjuk, hogy mar az egy nehéz feladat, hogy ezt a bizonyos ,multiplicitast”
definidljuk.

A multiplicitdst” klasszikusan a gorbék perturbécidjaval szokés definidlni, azaz
megmutatva, hogy létezik olyan perturbacié, amely a gorbéket gy mozgatja el,
hogy a metszéspontok egyszeresekké valnak, igy a kérdéses ,multiplicitas” ezen
egyszeres metszéspontok szama. Ekkor még hatra van annak bizonyitdsa, hogy
az igy ad6do szam egyértelmii. Ez elég faradtsagos és Bezout tétele messze nem
nyilvanvalo.

A probléma algebrai megoldasa a helyes ,,multiplicitast” egy megfeleléen vilasz-
tott vektortér dimenzidjaként adja meg. Ezek utdn a munka nagy része abban
rejlik, hogy beldssuk, hogy ez az absztrakt médon definidlt ,multiplicitas” valéban
megfelel azoknak az kovetelményeknek, amelyeket jogosan elvarunk. Valdjadban még
ennél is tobb igaz. Bizonyithaté, hogy csupan egyetlen értelmes definicié adhatd,
azaz specidlisan ez a definicié megegyezik a perturbaciok segitségével kapottal. Az
algebrai definiciot kovetve azonban Bezout tétele mar konnyen addédik.

Az algebrai geometria — az eddigieknél kicsit pontosabban, bar kevésbé kolt6ien
fogalmazva — polinomokkal definidlhaté alakzatokkal foglalkozik. Téargya geometria,
eszkozei algebraiak. Mindenki szamdra ismerds példa a kupszelet, vagyis egy ma-
sodfoku sikgorbe, azaz a sik azon pontjainak halmaza, melyek koordindtéi kielégi-
tenek egy adott kétvaltozos méasodfokid polinomot. A kupszeletek osztalyozasa egy
elemi példat szolgaltat az algebra szerepére egy geometriai kérdés megoldasaban.

Az érdekldds [Kollar80] bevezetéjében taldl egy rovid torténeti attekintést,
amelybdl — az olvasé kényelme kedvéért — idézek egy részt:

» --- Az algebrai gorbe egy f(z,y) = 0 polinommal definidlt sikgdrbe.
Ezek vizsgdlata a XVII. szdzadban kezd6dott. Ekkor azonban még nem
beszélhetiink az elmélet kialakuldsiardol. Az els6 komoly eredményeket a
XIX. szdzad hozta, az analizisb6l indulva. Algebrai fliggvényeket szerettek
volna integrdlni. A tobbértékiiséget kikiiszobodlendé a fliggvényt a komp-
lex sik helyett a figgvény Riemann feliiletén értelmezték, ami egy algeb-
rai gbérbe volt. fgy Abel, Jacobi, Riemann és Weierstrass az analitikus
elmélet megalapozdi. A szdzad vége felé a geometria keriilt el6térbe, a nagy
geométerek Clebsch, Brill, Max Noether mi{ik6dése nyoman, akik a sikgorbék
elméletét 1ényegében lezart fejezetté tették.

Szazadunk elején a feliiletek vizsgdlata folyt a legintenzivebben. Itt els6-
sorban a nagy olasz geométerek Castelnuovo, Enriques és Severi nevét kell
megemliteni.

A targykor atalakitdsat, nagyon nagy mennyiségili kommutativ algebra
alkalmazasaval Zariski és Weil végezték el a negyvenes években. KEzzel
egyrészt preciz bizonyitdsokkal helyettesitették elédeik geometriai heurisz-
tikdjat, mdsrészt nagyon komoly 1dj eredményeket értek el. A fogalmak
még messzebb mend altaldnositasa, és szdmos 14j technikai eszk6z bevezetése
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fliz6dik Grothendieck nevéhez. Azdéta ezen fegyvertar alkalmazdsaira helye-
zik a f6 hangsilyt, és szdmos régi problémat sikeriilt megoldani. A témakor
jelenlegi legkivalébb miivelSi kozil taldn Kodaira, Serre, Hironaka, Mum-

ford, Bombieri és Deligne nevét érdemes leginkdbb megemliteni. ... ”

Ezutan a 70-es, 80-as évek torténete roviden a kovetkez6: a 60-as évek végére
a modern alapokat lefektették, majd a gorbék és feliiletek elméletét az 1j mod-
szerekkel djra kidolgoztak. A feliiletek osztalyozdsdban az in. minimélis modellek
kaptak kozponti szerepet. A 3-dimenzids sokasidgok rendszerezése azonban ekkor
még atlathatatlanul bonyolult feladatnak tiint, és hamar vilagossa valt, hogy a fe-
lilletekével teljesen analég minimélis modell elmélet nem létezik. 1972-ben litaka
vetett fel néhdny merész sejtést magasabb dimenziés sokasdgokrdl. Az litaka 4ltal
javasolt utat kovetve Ueno bizonyitotta az elsé struktiuratételt 3-dimenziés sokasa-
gokrdl 1977-ben.

A nagy attorést 1980 hozta meg. Mori 1] oOtletek bevezetésével megtette az
els6 1épéseket egy — a feliiletekéhez hasonlé — minimalis modell elmélet kifejlesztése
felé. Ugyanebben az idében Reid definidlta a minimdalis modelleket, és feltételezve
létezésiiket, azok szamos hasznos alkalmazasira hivta fel a figyelmet.

A 80-as évek végére a 3-dimenziés sokasdgok minimalis modell elméletét teljes
mértékben kidolgoztak. A legjelentésebb eredmények Kawamata, Kollar, Miyaoka,
Mori, Reid és Shokurov nevéhez flizdnek.

Ezen iras célja a gorbék, feliilletek és 3-dimenziés sokasdgok osztalyozisianak
véazlatos ismertetése. fgy tehat a cim valamelyest félrevezetd, azaz nem az algebrai
geometria egészérél lesz sz, hanem (csak) osztalyozasi eredményekrél. Az algebrai
geometria (egyik) alapprobléméja az algebrai varietdsok osztdlyozdsa, tehdt ez a
megszoritds azért széles teret hagy az elmélyedésre.

Végiil, mielott a lényegre térnénk, egy mentegetOdzés: algebrai geometridrol
nehéz kozérthetGen irni, mert rengeteg definicié sziikséges a korrekt targyalashoz.
fgy a kovethetoség kedvéért a pontos definiciok helyett szamos helyen csak kozelito
fogalmat préobélok adni arrél, amire sziikségiink van. Ebben az esetben a kulcsszo
melletti * mutatja, hogy a fiiggelékben tovabbi informéacié taldlhaté az adott foga-
lomrél, de ez sem éri el feltétleniil az altaldban megkovetelt szigort. Az elsédleges
cél azonban nem szigoru bevezetést adni, hanem bepillantast nydjtani a lehet6 leg-
szélesebb olvas6kozonség szamadara.

A cikk néhiny feladatot is tartalmaz, amelyek megolddsdhoz a Filiggelékben
utmutatast taldl az olvasé.

Ko6szonetnyilvanitas. Szeretném megkoszonni Badics Tamésnak, Erdés Lasz-
l6nak, Kollar Janosnak, Kovacs Annamarianak, Mayer Richardnak, Palfy Péter
Palnak, Ronyai Lajosnak, Szab6 Tibornak, Szenes Andrasnak és Tihanyi Timea-
nak hasznos észrevételeiket, javaslataikat és tanacsaikat. Sok hibatol 6vtak meg és
az irés szinvonala lényegesen javult segitségiik eredményeképpen.
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1.§ ALAPOK

Polinomokkal definidlt alakzatokkal foglalkozunk. Ha ezt egy nem algebrailag
zart test felett tessziik, akkor bizonyos jelenségeket nem tudunk kielégitéen meg-
magyarazni, és a sokfelé agaz6 esetek kezelése rendkiviil nehézkes. Természetes
tehat a komplex szamok teste felett dolgozni. Ez részint megkonnyiti a dolgunkat,
de sokkal fontosabb, hogy egyes allitasok nem is teljesiilnének, ha nem algebrailag
zart test felett tekintenénk Gket.

Egy masik fontos észrevétel, hogy néha latszélagos kiillonbségeket fedeziink fel,
amikor valéjaban csak figyelmen kiviil hagytuk az alakzatok viselkedését a végtelen-
ben. Az eredmények gyakran egyszeriibbek, ha projektiv geometridban mondjuk ki
Oket. Erre egy ismert példa a kipszeletek osztilyozasa. Mig hagyoméanyosan 3 affin,
nem elfajulé kipszeletr6l tanulunk (ellipszis, hiperbola, parabola), azok projektiv
geometriai szempontbol csupan abban kiilonboznek, hogy az idealis egyenest hany
pontban metszik. Itt érdemes megemliteni, hogy az ellipszis és a hiperbola méar
affin ekvivalensek is, ha a komplex test felett dolgozunk.

1.1 Definicié. Az n-dimenzids komplex projektiv tér, CP™, a komplex szamokbdl
alkotott rendezett (n + 1)-esek halmaza, kivéve a (0,...,0)-t, ahol két rendezett
(n + 1)-est azonositunk, ha egymés skaldrszorosai, azaz CP" = (C**! — {0})/ ~,
ahol minden 0 # A € C-ra

(Zoy -y Tn) ~ (Azoy ..., Axp).
Az (zo,...,2,) € C"*1 pontot tartalmazé ekvivalencia osztalyt (zg : -« - : x,,) fogja
jeldlni.
Legyen most U; = {(zo : -+ : zp) € CP™ | z; # 0}. Konnyen ldthatd, hogy a
¢; : C* — CP"
Wiseostn) o (ot Ligigr oo 2 yn)

leképezés* egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés C* és U; kozott. fgy az is
lathatd, hogy CP™ egy n-dimenzids komplex sokasag.

Kovetkezo 1épésként szeretnénk polinomok zérushelyeit definidlni. Ehhez elso-
sorban le kell sziikiteni a megengedett polinomok halmazat, hiszen egy tetszoleges
polinom esetleg eltiinik egy adott (xo,...,z,) helyen, de annak A-szorosidn nem,
igy a polinom C"-beli zérushelye nem feltétleniil all teljes ekvivalenciaosztalyok
egyesitésébol. Ha azonban homogén* polinomokat tekintiink, akkor azokra

fAzg, ..., xzn) = A48T f(zg,.. ., zp),
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tehat van értelme arrél beszélni, hogy egy homogén polinom a CP™ mely pontjaiban
tlinik el.

1.2 Definicié. A CP" egy V részhalmazat projektiv algebrai halmaznak nevezziik,
ha léteznek olyan fi,..., fr homogén polinomok, hogy

V={xelP"|fi(x)="= fr(x) =0}.

Algebrai halmazok kozotti izomorfizmus* annyit jelent — ahogy az izomorfizmus
altalaban —, hogy a rendelkezésiinkre 4116 eszkozokkel nem tudunk kiillonbséget tenni
az adott algebrai halmazok kozott. Nem egészen pontosan, de szemléletesebben
fogalmazva két varietds izomorf, ha van koztiik mindkét iranyban egy-egy leképezés,
amelyek lokalisan polinomokkal reprezentalhatéak és ezek egymasutanja a megfelel6
varietds identitasat adja.

1.2.1 Megjegyzés. Erdekes megjegyezni, hogy Chow egy tétele szerint minden kom-
pakt komplex sokasdg, amely bedgyazhaté a komplex projektiv térbe algebrai, azaz
kielégiti a fenti definiciét. Ez azt jelenti, hogy valdjdban nem veszitiink nagyon sok
informaciot azzal, hogy algebrai varietdsokra szoritkozunk.

A definiciébdl konnyen latszik, hogy projektiv algebrai halmazok metszete és
véges egyesitése is projektiv. Két projektiv algebrai halmaz kiilonbsége altalaban
nem projektiv, ezeket kvdziprojektivnak hivjuk.

Egy fontos specidlis eset a kovetkezo: legyen V' egy projektiv algebrai halmaz, és
tekintsiik V N Us-t. Ez izomorf a ¢; ' (V) C C* halmazzal, tovabb4, ha f1,..., fr a
V-t definidlé polinomok, akkor ¢; * (V') éppen az f;(y1 : + =t yi1:1:Yip1: 2 Yn)
j = 1,...,k polinomok kozos zérushelye. A C" ilyen részhalmazait affin algebrai
halmazoknak nevezziikk. A projektiv algebrai halmazokat ezek szerint tekinthetjiik
ugy, mintha affin részekbdl lennének Osszeragasztva.

Ha U kvéaziprojektiv, X projektiv és U C X, akkor U jeloli a legkisebb projektiv
algebrai halmazt, amely tartalmazza U-t, azaz

Z projektiv

ZCX

Erdekes megjegyezni, hogy U megegyezik az U lezértjival az Euklideszi topolégi-
ban.

Egy projektiv algebrai halmaz irreducibilis, ha nem all el két valédi projektiv
algebrai részhalmaza egyesitéseként. Az U kvéaziprojektiv algebrai halmaz irre-
ducibilis, ha U irreducibilis. Az irreducibilis algebrai halmazokat varietdsoknak
nevezziik. Ha egy varietds 1-dimenzids? akkor gorbének, ha 2-dimenziés, akkor
feliletnek hivjuk.
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1.3 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha X irreducibilis és Z C X egy projektiv
algebrai részhalmaz, akkor X \ Z is irreducibilis.

1.4 Definicié. A CP"-ben egy f(zo,...,2,) = 0 d-edfoki egyenlettel defini-
alt algebrai halmazt d-edfokiu hiperfeliletnek hivunk. Egy els6foki hiperfeliiletet
hipersiknak neveziink. Igy tehat az

aopxo + a1ry + -+ apty, =0

egyenlet, ahol nem mindegyik a; = 0, egy hipersikot definidl CP"-ben. Minden
hipersik izomorf CP"~-gyel.

1.5 Definici6é. Az
az® + by +c2? +dey +exz+ fyz=0

egyenlet egy masodfoki gorbét, azaz egy kipszeletet definidl CP?-en.

1.6 Példa. Az
v’z = x(x? + 2%)

egyenlet egy harmadfokd, tn. elliptikus* gorbét definidl CP2-en. Ezen gorbék
rendkiviil sok szép és érdekes tulajdonsdggal rendelkeznek, a veliikk foglalkozé el-
mélet igen kiterjedt. Tobbek kozott a Fermat-sejtés bizonyitasdban is kozponti
szerepet jatszanak (vo. [Ronyai9s]).

Az algebrai geometria tehat az algebrai varietdsok vizsgdlata. Az algebrai geo-
metria egyik alapproblémadja a kovetkezo:

Osztalyozzuk az algebrai varietasokat izomorfia erejéig.

Ez igy tulsiagosan nehéz kérdés, amely talan soha nem lesz teljes mértékben
megoldva, ezért részfeladatokat kell kitlizniink, és azok megoldasaval foglalkoznunk.

Példaul egy ilyen — viszonylag egyszeri — részfeladat a kipszeletek osztalyozasa.
Kovetkezd 1épésként lehet a 3-dimenziés térben a masodfoki?! feliileteket osztalyoz-
ni. Ez az osztilyozas — legalabbis a valds test felett — ismerds lehet az egyetemi
geometria orakrol.

Tovabblépve, osztilyozhatjuk altalaban a masodfoki hiperfeliileteket, vagy te-
kinthetiink magasabb foki egyenleteket. Ez utébbi mar igen komoly feladat. A
tovdbbiakban mi méis mdédon szoritjuk meg a feladatot. Eldszor bevezetiink egy —
az izomorfizmusndl gyengébb — ekvivalenciarelaciét, majd az osztalyozasi feladatot
tobb 1épésre bontjuk.

! Hagyoméanyosan ezeket szokds ,mésodrend(i” feliileteknek nevezni.
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1.7 Definicié. Legyenek X és Y algebrai varietdsok, Z C X egy valédi algebrai
részhalmaz és ¢ : X \ Z — Y egy leképezés. Ekkor ¢-t az X-r6l az Y-ra képez6
raciondlis leképezésnek nevezziik.

Ha ezenfeliil 1étezik olyan W C Y valddi algebrai részhalmaz, hogy ¢ egy izo-
morfizmust ad meg X \ Z és Y \ W kozott, akkor ¢-t biraciondlis leképezésnek vagy
roviden biraciondlisnak hivjuk.

Az elnevezést az indokolja, hogy ekkor ¢ : Y\ W — X ad egy Y-rél X-be
képez6 raciondlis leképezést.

Ez természetes médon definidl egy ekvivalenciarelaciot. Az ekvivalenciaoszté-
lyokat biraciondlis osztdalyoknak hivjuk. Ha X egy adott biraciondlis osztaly tagja,
akkor azt mondjuk, hogy X a biraciondlis osztdly modellje. Ha X és Y azonos
biracionalis osztdlyhoz tartoznak, akkor azt mondjuk, hogy X biracionalis Y -nal.

1.7.1 Megjegyzés. Ha Z = (), akkor azt fogjuk mondani, hogy ¢ mindeniitt értel-
mezett (bi)raciondlis leképezés. Ez természetesen ugyanaz, mint ha ¢-t az X-r6l az
Y-ba képez§ (kozonséges) leképezésnek tekintjiik.

Lényeges észrevétel a kovetkez6: mivel Z illetve W kisebb dimenzidsak, mint X
illetve Y, azt mondhatjuk, hogy két algebrai varietds biracionalis, ha ,majdnem
mindeniitt” izomorf.

1.8 Példa. Legyen Z C X az X varietds valddi projektiv részvarietdsa. Ekkor
X \ Z biraciondlis X-szel.

1.9 Példa. Tekintsiik a kovetkezo leképezést:

¢ : CP! — CP?
(u:t) = (ut? —u®:u®t — 3 u®).
Ekkor ¢(CP!) azon pontok halmaza, melyek koordindtaira y2z = x2(x+z2). Legyen
X=CPlésZ={(1:1),(1: -1} C X,illetveY =¢(X)ésW ={(0:0:1)} CY.
Ekkor az
Y\W — X\Z
(x:y:2) > (—z:y)

leképezés mutatja, hogy X \ Z és Y \ W izomorfak, azaz X biraciondlis Y-nal.
Ugyanakkor ¢ nem 1 — 1 értelmi, tehdt nem izomorfizmus.

1.10 Példa. Legyen

¢ : CP! — CP?
(u:t) — (u®:ut: t3).
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Ekkor CP! biracionélis 1 (CP!)-gyel, ami az y?>z = 23 egyenlettel definidlt gorbe.
Ez a leképezés 1 — 1 értelmii, mégsem izomorfizmus, mert az

(@:y:2) = (z:y)
leképezés nem terjed ki (0: 0 : 1)-re.

Az utébbi két példdban ¢ és ¥ mindeniitt értelmezett biracionalis leképezések.
Nem sziikségszerti azonban, hogy biraciondlis varietdsok kozott 1étezzék mindeniitt
értelmezett biracionalis leképezés.

1.11 Példa. A fenti jeloléssel ¢(X) és 1p(X) biraciondlis varietdsok, de nem létezik
kozottiik mindeniitt értelmezett biracionalis leképezés.

1.11.1 Megjegyzés. Ebbol is kovetkezik, hogy ¢ és ¢ egyike sem izomorfizmus.
Lassunk végiil egy példat nem biraciondalis varietasokra.

1.12 Példa. Az y?z = x(2? + 22) egyenlettel definidlt elliptikus gérbe nem biraci-
onalis CP!-gyel.

Ezt az allitast a kovetkezo fejezetben fogjuk bizonyitani.

1.13. Most mar készen allunk, hogy az osztalyozasi problémat megfeleléen részekre
bontsuk.
(i) Osztélyozzuk a projektiv algebrai varietdsokat biraciondlis ekvivalencia ere-
jéig.
(ii) Minden biraciondlis osztalybdl valasszunk ki egy projektiv modellt, amely
valamilyen jél definidlt értelemben egyszerti.
(iii) Irjuk le az osztaly tagjai és a (ii)-ben kivélasztott modell k6zotti biracio-
nélis ekvivalencidt megadé leképezéseket.

1.13.1 Megjegyzés. Erdemes (ii)-vel kezdeni a munkét, mert akkor (i)-t lehet gy
végezni, hogy csak a (ii)-ben kivalasztott modelleket vizsgaljuk. Ilyen mdédon
nem kapunk egy osztilyozast abban az értelemben, hogy nem A&llitunk fel egy
listat. Ennek ellenére mégis kapunk egy bizonyos fajta osztilyozast ugyanis lesz egy
yreceptunk”, ami megmondja, hogy bizonyos, mar osztilyozott 1épések elvégzése
utan eljutunk egy olyan objektumhoz, ami mar szerepel egy listdn, azaz mar szintén
osztalyozva van.

El6szor is azt kell meghatdrozni, hogy mikor tekintsiink egy modellt ,egyszerii-
nek”.

1.14 Definicié. Legyen X egy algebrai varietds. Az z € X pont sima? ha z-nek
van egy olyan kornyezete X-ben, ami egy komplex differencidlhaté sokasig. Az
x € X pontot, ha nem sima, szinguldris pontnak vagy szingularitasnak hivjuk. X
sima, ha minden pontja sima, szinguldris, ha van nem sima pontja.

A kovetkezo tétel mutatja, hogy a simasag jo jelolt a keresett ,egyszeri” tulaj-
donsagra.
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1.15 Tétel. Legyen X egy projektiv algebrai varietds. Ekkor létezik X sima pro-
jektiv algebrai varietds és eqy mindenitt értelmezett X — X szurjektiv biraciondlis
leképezés. Azaz minden algebrai varietdsnak van sima modellje.

Sok neves matematikus foglalkozott ezzel a probléméval. A kovetkezo egy valo-
sziniileg nem teljes listdja ezeknek: Riemann, Kronecker, Max Noether, Albanese,
Jung, Walker, Hirzebruch, Zariski, Abhyankar adtak részleges vagy teljes bizo-
nyitast az egy-, két-, illetve hdromdimenzids esetre (Abhyankar majdnem minden
pozitiv karakterisztikdban). Az altaldnos esetet végiil Hironaka bizonyitotta 1964-
ben. Részletesebb torténeti dtekintés taldlhaté pl. [Lipman75]-ben.

1.14.1 Megjegyzés. Ez a tétel talan a leggyakrabban haszndlt tétel az algebrai ge-
ometridban. Jelent6sége abban 4ll, hogy megengedi, hogy sima varietdsok vizsga-
latédra szoritkozzunk. A tétel legerésebb forméja nagyon pontos informéciét ad
az allitdsban szerepl6 biraciondlis leképezésrol. fgy (iii)-ra mar adhatunk egy
részleges vélaszt és ezzel a tovabbiakban elég egy sima projektiv varietds és a (ii)-
ben kivalasztott modell kozotti leképezést leirni.

2.8 GORBEK

2.1 Tétel. Legyenek X ésY sima projektiv gorbék. Ha X biraciondlis Y -nal, akkor
X ésY izomorfak.

Ezek szerint mir valaszt is tudunk adni (ii)-re, hiszen a fenti tétel és (1.14)
alapjan minden biraciondlis osztdlyban pontosan egy sima projektiv gorbe van.
(iii)-ra is konny(i vélaszolni ebben az esetben, hiszen (1.14) alapjdn a sima mo-
dellrél az adott gorbére képezd leképezés sziirjektiv, és ez 1-dimenzids alakzatok
esetében megfelelGen leirja, hogy mi torténik. Egy ilyen leképezésre lattunk példat
(1.9)-ban.

Hatra van tehat a sima projektiv gorbék osztilyozasa. Egy sima komplex pro-
jektiv gorbe valés dimenzidja 2, ezért szokds Riemann feliiletnek is hivni. A /—1-
gyel vald szorzas egy természetes irdnyitast ad a Riemann felilletnek. A kompakt
irdnyithato feliiletek gombok, néhany fogantyuval ellitva. Az egyetlen topoldgiai
invaridns a fogantyik szdma, ez a feliilet neme (genus), jele g.

2.1 Példa. X = CP!. Ekkor X topoldgiailag egy gomb, tehat g(X) = 0.
Ennek a megforditasa is igaz.

2.2 Tétel. Legyen X egy sima projektiv gorbe. Tegyik fel, hogy g(X) = 0. Ekkor
X izomorf CP! -gyel.

2.2 Példa. Legyen E egy elliptikus gorbe (pl. az (1.6)-ben definidlt). Ekkor E
izomorf C /72-tel (1d. [Rényai95]), azaz E topoldgiailag egy térusz, tehdt g(E) = 1.
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Ebbol az is kovetkezik, hogy E nem lehet izomorf CP!-gyel, hiszen nem is home-
omorf vele. Kovetkezésképpen (2.0) alapjan E és CP! nem is biracionalisak. Ezzel
beldttuk (1.12)-et.

2.3 Tétel. Legyen A C CP? egy d-edfoku sima projektiv sikgorbe. Ekkor

9(4) = S(d~1)(d~2)

Ebbdl a formuldbdl konnyen latszik, hogy d = 1 és d = 2 esetben g = 0, ami
(2.1) alapjan azt jelenti, hogy a gorbe izomorf CP!-gyel. Ez azonban nem meglepd,
hiszen a d = 1 esetben a gorbe egy projektiv egyenes, a d = 2 esetben pedig egy
kipszelet. Az is kovetkezik a formuldbdl, hogy 2-nél magasabb foki gorbék neme
pozitiv, teh4t nem lehetnek a CP!-gyel izomorfak, azaz ismét (2.0) szerint nem is
biracionélisak vele.

2.3 Feladat. Bizonyitsuk be (2.1) gyenge valtozatat: Legyen X egy sima projektiv
sikgdrbe. Tegyiik fel, hogy g(X) = 0. Ekkor X izomorf CP!-gyel.

Elevenitsiik most fel a poliéderekrdl szolo Euler tételt. Adott egyszerti poliéderre
jelolje ¢ a csicsok, e az élek és | a lapok szamat. Ekkor

c—e+1=2.

Egy poliéder egyszeri, ha topolégiailag a gombbel ekvivalens. A fenti tétel
altalanosithaté a kovetkez6 médon: olyan poliédereket tekintiink, melyek topo-
légiailag ekvivalensek egy kompakt iranyithato feliilettel. A fenti jeloléssel ekkor

c—e+1=2-2g.
Az itt fellép6 2 — 2g mennyiséget szokas a Riemann feliilet Fuler-Poincaré ka-
rakterisztikdjinak nevezni.

2.4 Feladat. Legyen f : Y — X egy nem konstans leképezés sima projektiv gorbék
kozott. Tegyiik fel, hogy véges sok pont kivételével minden z € X-nek d 6sképe
van.? Bizonyitsuk be, hogy

29(Y) — 2> d(29(X) - 2).

2.5 Feladat. Legyen f : Y — X egy nem konstans leképezés sima projektiv gorbék
kozott. Bizonyitsuk be, hogy

g(Y) > g(X).

Ez egy nagyon hasznos eredmény a gorbék kozotti leképezések tanulmdanyozasara.
(2.1)-mal egybevetve példaul a kovetkezd allitast kapjuk.

2Igazolhaté hogy a fenti f-re mindig létezik egy ilyen d. Hasznéljuk fel ezt a tényt a kovetkezd
feladat megoldasdhoz!
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2.6 Tétel. Legyen X eqy sima projektiv gorbe, és legyen f : CP' — X egy nem
konstans leképezés. Ekkor X izomorf CP!-gyel.

2.5.1 Megjegyzés. f nem feltétleniil izomorfizmus. A

CP' — CP'
[z:t] F— [27 = t7]

leképezésnél egy 4ltaldnos pontnak r 6sképe van.

A sima projektiv gorbéket tehat topoldgiailag a nem kiilonbozteti meg egymas-
tol. fgy a gorbék egyik legfontosabb paramétere a nemiik. Ez mar ad egy durva
osztéilyozast, amit tovabb lehet folytatni az egyes osztalyok specialis tulajdonsagait
felhasznalva.

Ha g = 0, akkor a gorbe egyértelmiien meg van hatarozva, azaz izomorf CP!-gyel.
Ha g > 0, akkor taldlunk egymadssal nem izomorf, azonos nemii gorbéket.

Ha g = 1, akkor megmutathatd, hogy még egy numerikus invaridns — az un.
j-invaridns — egyértelmiien meghatarozza a gorbét.

Ha g > 1, akkor jabb mddszerekre van sziikség a tovabbi tanulményozasra, de
erre itt nem tudunk kitérni.

3.8 A KANONIKUS DIVIZOR

E fejezet célja a kanonikus divizor és a metszési szam fogalmanak bevezetése.

3.1 Definicié. Az X n-dimenzids sima algebrai varietdson divizornak* neveziink
egy (n—1)-dimenzi6s részvarietdsokbol alkotott formélis Osszeget. Ezek nyilvanvals-
an egy Abel csoportot alkotnak és értelmeziink kozottiik egy ekvivalenciarelacidt,
az un. linedris ekvivalencidt. FEz hozzavetblegesen a kovetkez6t jelenti. Ha X
be van agyazva egy projektiv térbe, akkor két kiillonbozo hipersik altal kimetszett
divizort szeretnénk ekvivalensnek tekinteni. Linedaris ekvivalencia az a legsziikebb
ekvivalencia reldcié, amelyre ez teljesiil és ami invaridns a csoport miiveletre.

A linearis ekvivalencia szokdasos definicidja a kovetkezo: Legyen X egy algeb-
rai varietds, és legyen f egy nem azonosan nulla raciondlis figgvény* X-en. Ekkor
lehet definidlni minden 1-kodimenzids részvarietasra az f multiplicitasat Y mentén,
multy (f)-et, ami rendelkezik az Osszes olyan tulajdonsiggal, amit egy multiplicitas
fogalomtodl elvarhatunk, igy példdul multy (f) > 0, ha f|y = 0 és multy (f) < 0, ha
fy =0.

Az f divizoradt, div(f)-et a kdvetkezé médon definidljuk:

div(f) =) multy (f) Y € Div(X),
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ahol Y végigfut az 1-kodimenzids részvarietdsok halmazin.
Ekkor a Dq,Dy € Div(X) divizorokat linedrisan ekvivalensnek nevezziik, ha
létezik olyan f raciondlis fiiggvény, hogy

_D1 = Dg + le(f)

3.2 Definicié. Legyen D C X egy divizor és C' C X egy gorbe. A D és a C
metszési szamdt* a kovetkez6 médon definidljuk. Valasszunk egy D-vel linedrisan
ekvivalens divizort, amely C-t transzverzalisan* metszi. Az igy kapott metszés-
pontok szdma fiiggetlen a valasztott divizortol, ezt a szamot a D és a C' metszési
szamanak nevezziik, és D - C-vel jeloljiik.

Ha dim X =1, akkor X az egyetlen gorbe, tehat csak egy metszési szdmot kell
megadnunk. Ezen a kovetkezdt értjiik: egy divizor most pontok formalis Osszege,
azaz D = > n;P;, ahol P; € X. Ekkor D - X = > n; € Z. Ezt a szdmot szokds
deg D-vel jelolni.

Figyeljik meg, hogy feliiletek esetében a divizorok gorbékbdl alkotott formélis
osszegek, tehat értelmezhetjiik két divizor metszési szdméat. Ez hasznos lehet még
akkor is, ha — az eredeti definicié szerint — csak a divizorok és gorbék metszési
szamat akarjuk tudni, hiszen igy tobb lehetGségiink van a szdmolésra.

3.3 Példa. CP"-ben két hiperfeliillet pontosan akkor linedrisan ekvivalens, ha
azonos fokiak.? Ez azt jelenti, hogy egy d-edfokt hiperfeliilet linedrisan ekviva-
lens dH-val, ahol H egy hipersik. Latjuk tehat, hogy lineéris ekvivalencia erejéig
minden divizort ithatunk aH, a € Z alakba, tehat egy gorbe és egy tetszdleges divi-
zor metszési szdmanak kiszdmoldsdhoz csupan a gorbe fokdnak ismerete sziikséges,
amit a kovetkez6 modon definidlunk:

degC =H -C.

3.3.1 Megjegyzés. Han = 2, akkor C' maga is egy hiperfeliilet, tehat mar definialtuk
C fokat. Szerencsére az Ujonnan definidlt fok megegyezik a régivel.

3.4 Példa. Legyen most C1,Cy C CP? egy d:- és egy da-foki gorbe. Az elz6 példa
alapjan C'; linearisan ekvivalens dq L-lel és Cy linearisan ekvivalens ds L-lel, ahol L
egy tetszéleges egyenes. Két egyenes egy kozos pontban taldlkozik, tehat L - L =1
a definici6 alapjan. Ezek szerint Cy - Cy = diL - doL = dids,tehdt C; N Cy # (.

3Az gy nevezett d-szeres bedgyazds — ami az (zo : -+ : zp) — (zd : :cg_lacl s zd)

hozzérendelésnek megfelels leképezés — a CP™-et igy agyazza be egy (";d) —1-dimenzids projektiv

térbe, hogy az eredeti d-edfoki hiperfeliiletek el6allnak hipersikmetszetként.
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3.5 Példa. Tekintsiik az X C CP3, zy = 2t egyenlettel definialt feliiletet. Legye-
nek

Ry ={(u:0:v:0)| (u:v) € CP'} C X,

Ry={(u:0:0:v) | (u:v) e CP'} C X.
Konnyen 1athaté, hogy R1 N Ry = {(1: 0:0: 0)} és, hogy R; U Rs megegyezik

X és a H = (y = 0) sik metszetével. Jelolje H' az (z = z) sikot. Ekkor Ry + Rs
linedrisan ekvivalens X N H'-vel, azaz (Ry + R2) - (R1 + R2) definici6 szerint az

(Rl URg) N (Xﬂ H/)
metszet szamossaga. Ez a metszet nem mas, mint
(XNH)N(XNH)=XNHNH.

Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy a fenti metszet két pontb6l — (1 : 0 : 1 : 0) és
(0:0:0:1) — 4ll, azaz
(R1+ R2) - (R1+ Ry) = 2.

R1 N Ry egy pontbdl 4ll, tehat

Ri-Ry =1,
(Ri+Rs) (Ri+Ry)=R1-Ri1+2R1-Ry+ Ro-Ry=Ry1-R1+2+ Ry Ry,
Ri-Ri+ Ry-Ry=0.

Figyeljiik meg, hogy z és t felcserélése a CP3-nek egy olyan automorfizmusét adja
meg, amely X-et onmagara képezi le, és Ri-et és Ro-t felcseréli. Ezek szerint

Ri-Ri =Ry -Ry=0.

3.6 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R; és Ry nem linearisan ekvivalensek X-en.

Erdemes megjegyezni, hogy Ri, Ry C H ~ CP2. A sikon barmely két egyenes
(hipersik) linedrisan ekvivalens, tehét ott (R1 - R1)g = (R - Re2)g = 1. Lathatjuk
tehat, hogy két gorbe metszési szama, illetve linedris ekvivalencidja nagy mértékben
fiigg attol, hogy mely feliileten tekintjiik oket.

Kovetkez6 1épésként valasztunk egy divizor osztalyt, amelynek elemeit kanonikus
divizoroknak* hivjuk. Ennek a jelentésége a kovetkezd: vélasztunk egy divizor

4 Az aldbbitdl eltérd, algebrai definiciét 1d. [Szamuely96].
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osztilyt minden X sima algebrai varietdsra egyszerre, ugyanazzal a mddszerrel,
azaz ,kanonikusan”.

Legyen X n-dimenziés sima algebrai varietas, azaz egy komplex sokasag. Egy
ractondlis n-forma X-en egy olyan w n-differencidlforma, melynek esetleg pélusa
lehet, de egyébként holomorf médon valtozik. Ez pontosabban annyit jelent, hogy
egy (U,z1,...,25n) lokélis térképen w = fdzy A --- A dz,, ahol f egy alkalmas
raciondlis fliggvény* X-en.

Ekkor f definidl egy div(f) divizort U-n. Igazolhat6, hogy ha U végigfut az
X egy nyilt halmazokbdl all6 fedésén, akkor az igy definidlt divizorok a megfelel
halmazok metszetein megegyeznek, ezzel definidlva egy divizort X-en.

Fontos megjegyezni, hogy egy raciondlis n-forméat leiré lokalis fiiggvények &lta-
ldban nem ragadnak Ossze egy globdlis racionalis fliggvénnyé, tehat az igy kapott
divizor nem div(f) alakd divizor.

Egy raciondlis n-forma &ltal definidlt divizort kanonikus divizornak neveziink.
Igazolhaté, hogy kiilonboz6 racionalis n-forméak kiilonbozd, de egymassal linearisan
ekvivalens divizorokat adnak, ezért a kanonikus divizorok osztalya jol definidlt.

Az X (barmely) kanonikus divizordt K x-szel jeloljik. A tovdbbiakban az X-
en taldlhaté gorbék K x-szel valé metszési szamat fogjuk vizsgalni, és latni fogjuk,
hogy ez meglepben sokat arul el X geometridjarol. Erdemes megjegyezni, hogy a
definicié alapjan K x és egy gorbe metszési szama jol definidlt annak ellenére, hogy
K x-nek csak a linedris ekvivalenciaosztdlya van pontosan meghatirozva.

3.7 Példa. Legyen X = CP" az xy,...,x, koordinidtikkal és legyen minden ¢ =
0,...,nreU; = {(zg: ---: z,) € CP" | z; # 0}. A bevezet6ben lattuk, hogy U;
azonosithato C"-nel az g—:’, cee f;—? koordinatakkal. (Ertelemszerﬁen ﬁ—i—t kihagyjuk.
Ez a megjegyzés a tovdbbiakra is érvényben marad kiilon emlités nélkiil.) Tekintsiik

az
w; = (—1)* L g2\ aecopnd(Zn
t %i" z; x;

raciondlis n-format U;-n. Ekkor tetszdleges 4, j-re az U; N U; halmazon két ko-

ordindtarendszeriink is van. Irjuk fel w;-t az -°,..., 7= koordindtarendszerben! A
J J

tortek differencidlasiara vonatkozé szabaly szerint

zL Tig(zL) — zg (s
" = (&)
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Latjuk tehat, hogy az U; halmazokon egyenként definialt raciondlis n-formdk a
megfeleld halmazok metszetein megegyeznek. Ez annyit jelent, hogy igy megad-
tunk egy az egész X-en értelmezett w raciondlis n-formét, melynek az egyes U;-kre
valé megszoritdsa éppen w;. Az w;-t definidlé racionalis fiiggvényeknek, g

.. Zn
g Tg

zérushelylk nincs, de egyszeres polusuk van a koordinatahipersikok mentén fgy
konnyen lathat6, hogy az w altal definidlt divizor nem més, mint —(Ho+Hq+- - -+
H,),ahol H; ={(zo: - : z,) € CP" | z; = 0}, azaz ha H egy tetsz6leges hipersik,
akkor

K X = —(n —+ 1)H .

Az n = 1 specidlis esetben tehdt Kcp1 = —2P, ahol P € CP! egy tetszSleges pont.

Igy
deg Kcpr = —2.

Legyen most X egy sima projektiv feliilet, C' C X egy projektiv gorbe. Ekkor a
Kx + C és a C gorbe metszési szdma nagyon fontos Osszefiiggést ad meg a feliilet
kanonikus divizora és a gorbe kanonikus divizora kozott.

3.8 Tétel. (Kx +C)-C =degKc.
ElSszor is ellendrizziik, hogy ez CPl-re azt az eredményt adja, amit varunk.

3.8 Példa. Legyen CP! ~ L C CP?2. K¢p2 = —3L, igy valéban

(Kep2+L)-L=-2L-L=-2=degKy.

3.9 Példa. Legyen CP' ~ C C CP? egy kipszelet. C linedrisan ekvivalens 2L-lel,
tehat
(Kep2+C)-C=(-3L+2L)-2L=—-L-2L=-2=degKc.
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(3.7) segitségével sok esetben ki tudjuk szdmolni a gérbe kanonikus divizordnak
fokat.

3.10 Példa. Legyen E C CP? az (1.6)-ben definialt elliptikus gérbe. Ekkor E
linearisan ekvivalens 3L-lel, azaz Kcp2 + C = 0, tehat

deg Kg = 0.

3.11 Példa. Legyen A C CP? egy d-edfoktd sima projektiv sikgorbe. Ekkor A
linedrisan ekvivalens dL-lel, azaz Kcp2 + A linedrisan ekvivalens (d — 3) L-lel, tehat

deg K4 = d(d — 3).

Ha ezeket a példakat dsszehasonlitjuk a (2.1), (2.2), (2.2) példakkal, akkor ldtjuk,
hogy K foka és a gorbe neme kozott szoros Osszefliggés van. Nevezetesen K foka
éppen az Euler-Poincaré karakterisztika (—1)-szerese.

3.12 Tétel. Legyen X egy sima projektiv gorbe. Ekkor
deg Kx =2g(X) — 2.

Ennek a tételnek a segitségével 1j formdba onthetjiik, amit a gorbék osztalyoza-
sarol tudunk.

3.12 Tétel. Legyen X eqy algebrai gorbe. Ekkor egyértelmiien létezik X', az X -
szel biraciondlisan ekvivalens sima projektiv gorbe, amely a kovetkezo tipusok kozul
pontosan az eqyikhez tartozik:

(3.11.1) deg K ¢ = —2, ekkor X izomorf CP!-gyel.

(3.11.2) deg K¢ =0, ekkor X egy elliptikus gorbe.

(3.11.3) deg K¢ > 0.

3.11.1 Megjegyzés. (1.14) utdni megjegyzés értelmében ezzel a gorbék egy majd-
nem teljes osztalyozdsat kapjuk. Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy (1.14)-et
gorbékre nem nehéz bizonyitani és az X és az X kozotti kapesolat is konnyen
leirthaté. Ami hidnyzik a teljességhez, az a fenti tétel harmadik osztalyaba eso
gorbék egy pontosabb rendszerezése. Erre mar nincs alkalmunk kitérni, de annyit
azért érdemes megjegyezni, hogy ezek a gorbék — rogzitett g-re — 3g — 3 komplex
paramétertdl fiiggenek.
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4.8 FELULETEK

Feliiletek esetében is elészor (ii)-t prébaljuk megoldani, azaz adott biraciondlis
osztalybdl szeretnénk kivilasztani egy ,egyszerti” modellt. (1.14) alapjan tudjuk,
hogy véalaszthatunk sima modellt, de a gorbékkel ellentétben itt egy sima modell
mar nem egyértelmdi.

4.1 Példa. Legyen X C CP3 az zy = zt egyenlettel definidlt sima mdsodfoki
feliilet. Legyen P = (0:0:0:1) € X és

o:X\{P} — CP?
a P-bol valo vetités, azaz
(x:y:z:t) = (z:y:2).

Legyen Z = (z=0)NX C CP3 és W = (z = 0) C CP2. Konnyen l4thaté, hogy
o izomorfizmust ad meg X \ Z és CP? \ W kozott, azaz X biraciondlis CP2-tel.
Legyenek most

Ly ={(u:0:v:0)| (u:v) € CP'} C X,
Ly={(0:u:0:v)| (u:v) € CP'} C X.

L, és Ly két olyan projektiv gorbe X-en, melyek nem metszik egymast, tehat
Ly - Ly = 0. (3.4) alapjan tehdt X és CP? biraciondlisak, de nem izomorfak.
Erdemes megjegyezni, hogy nem is homeomorfak. Ennek bizonyitdsit azonban az
olvaséra bizzuk.

A kovetkezo feladat segitségével egy — a metszési szamtodl figgetlen — bizonyitast
adunk arra, hogy CP2-en barmely két gorbe metszi egymaést.

4.2 Feladat. (a) Legyen 9 < Clz,y, z] egy maximélis idedl és I < C[z,y, 2| egy
tetszbleges idedl, amelyre 9" C I C 91 valamilyen r € Z-re. Bizonyitsuk be, hogy
I nem generalhaté két elemmel.

(b) Legyenek X,Y C C3 feliiletek. Bizonyitsuk be, hogy ha X NY # (), akkor
X NY nem &llhat egy pontbdl.

[Haszndljuk fel a kovetkezé allitast (Id. [Kollar80, F.2]): minden MM <1 C [z, y, 2]
maximaélis idedlhoz léteznek olyan a,b,c € C konstansok, hogy M = (x — a,y —
b,z —c).]

4.2.1 Megjegyzés. Ez az allitds nem igaz R felett, ahogy azt egy gomb és egy azt
érinto sik példaja mutatja.
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Tekintsiink most két projektiv gérbét CP2-en, C1-et és Co-t. Legyen Fy, F, C C3
az a két feliillet, amelyeket igy kapunk, hogy a Ci-et és Cs-t definidlé polinomok
C3-beli zérushelyét tekintjiik. (0,0,0) € Fy N Fy, tehdt Fy N Fy nem iires, azaz (4.2)
alapjan tartalmaz egy 0 # P € F; N F; pontot. Ez a P meghatiroz egy pontot
CP2-en, amely kozos pontja lesz Ci-nek és Ca-nek. Ezzel belittuk, hogy CP?-en
barmely két gorbe metszi egymaést.

Biraciondlisan ekvivalens sima feliilletek tehat nem feltétlentl izomorfak, igy
tovabbi munkdra van sziikség, hogy a keresett modellt megtalaljuk.

4.3 Definicié. Legyen X egy sima projektiv felilet. Egy C C X projektiv gorbét
(—1)-gorbének hivunk, ha C izomorf CP'-gyel és Kx - C = —1.

4.3.1 Megjegyzés. Egy (—1)-gorbét dltaldban gy szokds definidlni, hogy az egy
olyan CP!-gyel izomorf gorbe, amelyre C - C = —1. Ez (3.7) és (3.7) miatt ekviva-
lens a fenti definicioval.

4.4 Példa. Legyen ¥y = {(z,0(z)) |z € X \ {P}} C CP? x CP?, ahol ¢ a (4.1)-
ben definidlt leképezés. Legyen tovabba ¥ = ¥ és ¢ : ¥ — X a CP3-ra vals
projekciébdl adédé leképezés. Ekkor ¢~ 1(P) egy (—1)-gorbe.

X sima, azaz P egy alkalmas kornyezetében megegyezik 0 € C? egy alkalmas
kornyezetével. Igy q : 2 — X lokalisan a kovetkez6 példaval egyezik meg.

4.5 Példa. Legyen 7 : C? \ {0} — CP! a 0-bdl valé vetités. Legyen tovabb4
C?xCP' OT = {(z,n(z)) |z € C*\{0}}, X =T és p: C* x CP! — C? az els§
tényezore valo projekcié.

4.6 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy C = X Nnp~1(0) ~ CP'.

Igazolhatd, hogy Kx -C = —1, azaz C egy (—1)-gorbe. Erdekes megjegyezni, hogy
lokélisan (az euklideszi topolégia értelmében) minden (—1)-gorbe izomorf ezzel a
példaval.

4.6.1 Megjegyzés. A fenti példakban szereplé konstrukcié az ugy nevezett felfijas.
Részletesebben errdl 1d. [Kollar80].

A (—1)-gorbék fontos szerepét mutatja a kovetkezd tétel.

4.7 Castelnuovo Tétele. Legyen X eqy sima projektiv felilet, és C C X eqy
(—1)-gorbe. Fkkor létezik eqy
f X — X()

mindenutt értelmezett sziurjektiv biraciondlis leképezés eqy Xy sima projektiv feli-
letre, ahol C' egy pontra képzddik le, azaz f(C) = P € Xy és az

FiX\C— Xo\ P
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megszoritds izomorfizmus.

Ez a tétel azt mondja, hogy egy (—1)-gorbét 6ssze tudunk hizni. Létezik azon-
ban olyan feliilet, amelyen végtelen sok (—1)-gorbe van. A kovetkezé tétel mutatja,
hogy ennek ellenére a fenti modszerrel véges sok 1épésben elérhetd, hogy ne marad-
jon egyetlen (—1)-gérbe sem. Ezek a tények nem ellentmonddak, ugyanis Kx,
és igy annak a gorbékkel valé metszési szdmai is valtoznak, tehdt egy (—1)-gorbe
Osszehtzdsaval esetleg mas gorbék is megsziinnek (—1)-gorbének lenni.

4.7 Tétel. Legyen X sima projektiv felilet. Ekkor létezik leképezéseknek olyan
X —=>Xg—=> X1 —... > X

sorozata, hogy minden X; — X;y1 egy (—1)-gorbe dsszehizdsa, és Xg-n nincs
egyetlen (—1)-gorbe sem.

4.7 Definicié. Egy CP2-tel biracionélis sima feliiletet raciondlis feliiletnek hivunk.

4.8 Definicié. Legyen X egy sima projektiv feliilet. X-et vonalfeliletnek (ruled
surface) hivjuk, ha létezik egy f : X — S leképezés, ahol S egy sima gorbe, és
minden s € S-re f~1(s) izomorf CP'-gyel.

4.9 Példa. Legyenek f : X — S és g : Y — S vonalfelilletek ugyanazzal az
S bézisgorbével. Ekkor X és Y biraciondlisak. Igy példdul minden vonalfeliilet
biracionalis S x CP!-gyel.

4.10 Példa. Legyen X C CP? az zy = zt altal definidlt feliilet. Azt méar lattuk
(4.1)-ben, hogy X raciondlis. Legyen most L C X egy egyenes (pl. {(0:u:0:v) |
(u:v) € CP'}). Definidlunk egy f : X — L leképezést. Legyen z € X. Ha = € L,
akkor legyen f(x) = z. Ha x ¢ L, akkor legyen H az x és az L altal kifeszitett sik.
Ekkor X N H egy olyan masodfoki algebrai halmaz a H ~ CP?-en, ami tartalmaz
egy egyenest és rajta kiviil egy pontot. Tehat X N H két egyenes unidja. Legyen
most f(x) ezen két egyenes metszéspontja. Vegyiik észre, hogy z helyett az X N H
L-t61 kiilonb6z6 komponensének barmely pontjira ugyanazt az f(x)-t kapjuk, tehat
minden [ € L-re f~1(l) izomorf CP!-gyel, azaz X egy vonalfeliilet.

(3.7) szerint Kgp2 = —3L, ahol L egy tetszbleges egyenes, tehdt minden C' pro-
jektiv gorbére
Kep2 - C <0,

de CP? nem tartalmaz (—1)-gorbét.
Hasonlban, ha X egy tetszoleges vonalfeliilet, legyen C' a vonalazast ado leképezés
egy rostja (= f~1(s)). Ekkor
Kx -C=-2
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Raciondlis és vonalfeliileteken tehat taldlunk olyan C' projektiv gorbéket, me-
lyekre

K-C<0,

még olyan esetben is, amikor a feliillet nem tartalmaz (—1)-gorbét.
Erdekes megfigyelni, hogy ez a tulajdonsag jellemzi ezeket a feliileteket.

4.11 Tétel. Legyen X eqy tetszéleges algebrai felilet. Ekkor létezik X, az X -szel
biraciondlisan ekvivalens sima projektiv felilet, amely nem tartalmaz (—1)-gorbéket,
és a kovetkezd tipusok koziul pontosan az egyikhez tartozik.
(4.10.1) X = CP2.
(4.10.2) X = S x CP' alkalmas S sima projektiv gorbére, mely nem izomorf
CP! -gyel.
(4.10.3) K4 -C >0 minden C C X projektiv gérbére.

Hogyan valasszunk tehat modellt? Ha X raciondlis, kézenfekvé CP2-et valasz-
tani. Ha X biraciondlis egy vonalfelilettel, akkor valasszuk a tétel altal adott
X = S x CP!-et.

4.11 Definicié. Legyen X egy sima projektiv felillet. X-et minimalisnak hivjuk,
ha nem tartalmaz (—1)-gorbét. Ha ezen feliil X nem izomorf CP2-tel és nem vonalfe-
lilet, akkor (4.10) alapjén kovetkezik, hogy minden C C X projektiv gorbére,
Kx-C>0.

A tovabbiakban a (4.10.3) esettel foglalkozunk, azaz olyan feliileteket tekintiink,
melyek nem raciondlisak, és nem biraciondlisak egy vonalfeliilettel.

4.12 Tétel. Legyenek X ésY minimalis feliletek. Tegyik fel, hogy X ésY egyike
sem vonalfeliilet, és nem izomorfak CP2-tel. Ekkor, ha X biraciondlis Y -nal, akkor
eqyben izomorfak is.

4.11.1 Megjegyzés. (4.1), (4.6) és (4.9) mutatjik, hogy a tétel feltételei sziikségesek.

(4.10) szerint a tétel feltételei ekvivalensek azzal, hogy Kx-C > 0 minden C' C X
projektiv gorbére és Ky - D > 0 minden D C Y projektiv gorbére. Azaz a tétel ugy
is fogalmazhaté, hogy egy biraciondlis osztdlyban legfeljebb egy ilyen tulajdonsigu
feliilet lehet. Ez pontosan az a tulajdonsdg, amire sziikségiink van. Latjuk tehét,
hogy (4.10) ebben az esetben is szolgiltat egy egyértelmii modellt.

Ezzel tehat megtaldltuk a keresett modellt, azaz valaszt adtunk (ii)-re. Figyeljiik
meg, hogy (iii)-t is megvdalaszoltuk, hiszen (1.14) alapjian tudjuk, hogy hogyan
kapunk egy sima modellt, majd pedig (4.6) irja le, hogy egy tetsz6leges sima modell
hogyan képezddik le a minimélis modellre.

Hétra van (i), azaz a minimalis feliiletek vizsgdlata. Ennek egyik 6 eszkoze a
kovetkez6:
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4.12 Tétel. Legyen X egy minimdlis felilet, amely nem izomorf CP2-tel és nem
vonalfelulet. Ekkor minden elég nagy m € N-re létezik eqy

bmicy 1 X — CPN™)

leképezés, hogy mKx gy adddik, mint ¢, (X) és egy CPN (m) _beli hipersik met-
szetének az dsképe, kivételesen tehdt minden C C X projektiv gorbére

mKX -C = degquKX (C)

Tovdbbd, ha m,m' € N megfelelden nagyok, akkor ¢pmi . (X) €s dpmky (X) izo-
morfak.

4.11.1 Megjegyzés. Itt deg a (3.3)-ben definidlt CP™-beli fokszamot jeldli.

4.12 Definicié. ¢pi, (X) az X kanonikus modellje (elég nagy m € Nre). X
Kodaira dimenzidjat a k(X ) = dim ¢,k (X)) képlettel definidljuk és ¢, k-t az X
m-kanonikus leképezésének hivjuk.

Ezutan a minimalis feliileteket osztdlyokba lehet sorolni Kodaira dimenzigjuk
szerint, majd az egyes osztdlyokat kiilon-kilon vizsgalni a fenti ¢,,x, leképezés
segitségével.

A durva osztalyozas a kovetkezo:

4.13 Tétel. Ha k(X) = 0, akkor X a kdvetkezd osztilyok egyikéhez tartozik:

(1) K3 feliilet, azaz X olyan egyszeresen éosszefiiggd felilet, amelyre Kx = 0.

(2) Enriques felilet, azaz X olyan felilet, melyre H,(X,R) = 0 és teljesiil, hogy
Kx #0, de2Kx = 0.5

(3) Abel feliilet, azaz X rendelkezik eqy complex Lie csoport struktirdval.

(4) hiperelliptikus felilet, azaz X rendelkezik eqy CP! -re vald leképezéssel, amire
minden pont dsképe eqy elliptikus gorbe.

4.13 Tétel. Ha k(X) = 1, akkor X egy un. elliptikus felilet, azaz X rendelkezik
eqy (tetszdleges) gorbére vald leképezéssel, amire majdnem minden pont dsképe egy
elliptikus gorbe.

4.13 Tétel. Ha k(X) = 2, akkor X egy tin. dltaldnos tipusi felilet, azaz olyan
felillet, amelyre a fenti tétel dltal adott ¢pp i, leképezés biraciondlis.

A felsorolt osztalyok mindegyike rendelkezik valamilyen specidlis tulajdonsaggal
ami alapot nyudjt tovabbi tanulmanyozasukra. Bizonyos kérdések még tisztazasra
varnak annak ellenére, hogy a feliiletek osztdlyozasa befejezettnek tekinthetd.

5H, (X,R) az X elsé homoldgia csoportja valés egyutthatékkal. Konnyen beldthatd, hogy
egy Enriques feliilet fundamentélis csoportja Za és az univerzalis fedStere egy K3 feliilet. Az itt
hasznélt topoldgiai fogalmakrél bévebben 1d. [Rotman88].
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5.8 3-DIMENZIOS VARIETASOK

Az els6 1épés ismét az, hogy (1.14)-et haszndlva a sima 3-dimenziés varietdsok
vizsgalatara szoritkozunk. Ezutdn hasonléan szeretnénk eljarni, mint a feliiletek
esetében.

5.1 Definicié. Az X sima projektiv varietast minimdlisnak nevezziik, ha minden
C C X projektiv gorbére, Kx - C' > 0.

A célunk az, hogy kiindulva egy tetszéleges sima projektiv varietdsboél, ,egy-
szerl” transzformdaciok segitségével taldljunk egy minimdlis modellt. Az elsé 1épés
Castelnuovo tételének altalanositésa.

5.2 Gyenge Osszehuizasi Tétel. Legyen X egy legfeljebb 3-dimenzids sima pro-
jektiv varietds. Ha X nem minimdlis, akkor létezik eqy CP'-gyel izomorf C C X
projektiv gorbe, amelyre Kx - C < 0 és eqy ¢ : X — Y leképezés, amely C-t egy
pontra képezi le. Tovibbd minden ¢ dltal osszehizott gorbe K x -et negativan metszi.

Vegyiik észre, hogy ez a tétel nem teljesen analdég Castelnuovo tételével. Ha X-et
egy feliilletnek valasztjuk, akkor a tétel lényegében azt mondja, hogy vagy van egy
(—1)-gorbe, amit 6ssze tudunk hizni, vagy X egy vonalfeliilet, és a tétel dltal adott
¢ éppen az a leképezés, ami X-et azzd teszi, vagy X ~ CP2?, és minden gorbét
osszehtzunk. Igy ez a tétel inkdbb Castelnuovo tételének és (4.10)-nak az egyiittes
analégja.

A kovetkez6 természetes 1épés az lenne, hogy az (5.1) ismételt alkalmazasdval
eljutunk egy minimalis modellhez. Ez azonban nem miikodik, mert azt nem tudjuk
biztositani, hogy Y sima legyen, ezért a tétel Y-ra mar nem alkalmazhaté.

Tehat, amire sziikségiink van, az egy szinguldris varietdsokra vonatkozé osszehi-
zési tétel. Ennek természetesen vannak korlatai, mert példaul K x és Kx-C értelme-
zéséhez elengedhetetlen, hogy a szingularitdsok ne legyenek nagyon kezelhetetlenek
(vo. Fiiggelék).

Végiil is létezik szingularitdsoknak egy olyan osztilya — az Un. termindlis szingu-
laritasok (1d. [Kollar87, 11.9]) —, melyekre Kx és K x-C értelmezhetd, tovabba (5.1)
is — kisebb médositasokkal — igaz marad olyan X projektiv varietasokra, melyeknek
legfeljebb ilyen szingularitdsaik vannak.

Felmeriil azonban egy tjabb probléma. Ha elemezziik az Osszehizasok fajtiit,
akkor azt taldljuk, hogy egy tipus kivételével, Y-nak is legfeljebb termindlis szingu-
laritasai vannak. Abban az esetben azonban, ha dim X = 3 és ¢ csak egy gorbét hiz
ossze, akkor Y szingularitdsa mar olyan kezelhetetlen lesz, hogy a metszési szamot
nem lehet értelmesen definidlni. Ezért sziikség van egy 1j tipusi transzformaciora.

5.2 Definicié. Legyen X egy 3-dimenzids projektiv varietds legfeljebb terminélis
szingularitdsokkal. Tegyiik fel, hogy C C X egy olyan projektiv gorbe, amelyre

Kx-C<O0.
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Tegyiik fel tovdbba, hogy az (5.1) altal adott ¢ : X — Y leképezés olyan, hogy
#(C) =P €Y egy pont, és a

¢$: X\C—=Y\P

megszoritas izomorfizmus.
Amennyiben 1étezik egy X+ 3-dimenzidés projektiv varietds legfeljebb termindlis
szingularitasokkal, és egy CT C X projektiv gorbe, amelyre

Kx+ - ct > 0,
tovdbba létezik egy olyan ¢ : Xt — Y, hogy ¢T(CT) =P €Y ésa
gt XT\Ct S Y\ P

megszoritds izomorfizmus, akkor a ¢ : Xt — Y leképezést a ¢ : X — Y flipjének
nevezziik.

Ennek a transzformaciénak (flip) a lényege a kovetkezé: Ha egy olyan gorbére
akadunk, amelyre az osszehtuzasi tétel egy olyan ¢-t ad, ami semmi mast nem hiz
ossze, mint ezt az egy gorbét, akkor a keletkez6 varietas szingularitisa mar nem
lesz olyan amit még kezelni tudunk, ezért az eddigi iton nem haladhatunk. Ennek
ellenére a gorbét el szeretnénk tiintetni. Ezért a gorbét ,kivagjuk”, és egy masikkal
helyettesitjiik, ugy, hogy az uj gorbe mar pozitivan metszi K x-et. Az természetesen
nem nyilvanvald, hogy ez végrehajthaté. Az a tény hogy igen, az igy nevezett Flip
Tétel (Mori), a magasabb dimenziés geometria egyik legmélyebb eredménye.

A kovetend6 modszer most mar vildgos. Amit lehet 0sszehtizunk, ha elakadunk,
keresiink egy flipet, majd ismét Osszehizunk, amig el nem ériink egy minimalis
modellt.

Ezt az egyszerlien hangzd tervet azonban nem olyan egyszeri megvaldsitani.
El6szor is be kell 14tni, hogy a flip létezik. Mésodszor pedig, hogy a fent véazolt
modszer egyszer véget ér. Ezek nagyon komoly, nehéz allitdsok, de szerencsére
bizonyitottan igazak.

Most mér ki tudjuk mondani tételiinket, amely egészen hasonlé lesz a 2-dimenzids
esethez. Lényeges killonbség, hogy a minimdlis modellt nem tudjuk siménak va-
lasztani, hanem meg kell engedniink termindlis szingularitdsokat. Erdemes meg-
jegyezni, hogy egy feliilet, amelynek legfeljebb termindlis szingularitdsai vannak,
mindig sima, tehat tekinthetjik gy, hogy a minimalis modelleknek mindig legfel-
jebb terminalis szingularitasai vannak, csak éppen ez kis dimenziékban nem kiilon-
bozteti meg Gket a sima varietdsoktdl. Ezért elszor is kiterjesztjik a minimaélis
modell fogalmét.

5.3 Definicié. Az X projektiv varietdast, melynek legfeljebb terminalis szingu-
laritasai vannak minimdlisnak nevezziik, ha Kx - C' > 0 minden C' C X projektiv
gorbére.
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5.4 Tétel. Legyen X egy 3-dimenzids varietds. Ekkor létezik X, az X -szel biraci-
ondlisan ekvivalens, legfeljebb termindlis szingularitisokkal rendelkezé 3-dimenzids
projektiv varietds, amely a kovetkezé tipusok kozul pontosan az egyikhez tartozik.
(5.3.1) Létezik egqy ¢ : X — Z, hogy dimZ < dim X, és K¢ -C < 0 minden
olyan C' C X projektiv gorbére, amelyre ¢(C) egy pont.
(5.3.2) Minden C C X projektiv gorbére K4 -C>0, azaz X minimdlis.

Ez tehdt megvalaszolja (ii)-t. A valasz (iii)-ra kissé bonyolultabb, mint a feli-
letek esetében, de ez nem meglepd, hiszen a dimenzié novekedésével a struktirdk
varhatéan bonyolédnak. (1.14) megadja, hogy hogyan jutunk el egy sima modell-
hez. A sima modellt6l a minimaélis modellig olyan 1épésekkel tudunk eljutni, melyek
mindegyike vagy az (5.1) altal adott Gsszehuzds, vagy pedig egy flip.

Marad tehat (i). Az (5.3.1) esetben visszavezettiik a problémat alacsonyabb di-
menzids varietdsok vizsgalatara, (5.3.2)-ben pedig taldltunk egy minimélis modellt.

A minimalis modellek vizsgdlatat a feliiletekéhez hasonléan végezziik. Ismét
létezik kanonikus leképezés, a tétel formdja (4.11)-hoz hasonld, a Kodaira dimenziét
is ugyanigy tudjuk definidlni. A 3-dimenzids varietasokra azonban az ismert tételek
nem adnak olyan teljes leirast, mint a feliiletek esetében.

6.8 EPILOGUS

Emlékeztetni szeretném az olvasét, hogy ez az irds csupan ismeretterjeszto jel-
legili, és nem ajanlatos eredmények forrdsaként haszndlni. A definicidk és tételek
nem a komoly kutatdshoz sziikséges pontossdggal és szigorral szerepelnek.

A témardl az olvasé egy részletes és sokkal pontosabb ismertetdt taldl [Kollar87]-
ben. Ez egy nehezebb olvasmany, de feltétleniil megéri a befektetett energiat.

A maér emlitett magyar nyelvii irodalomban — [Kollar80], [Rényai95] és [Sza-
muely96] — tovabbi referencia taldlhaté bevezetd jellegii irdsokra. [Kollar87] iro-
dalomjegyzéke boséges tovabbi olvasnivalét ajanl az érdeklodéknek.

Néhanyat én is megemlitenék: [Harris92] egy bevezetd jellegli konyv sok érdekes
példaval fiiszerezve. [Eisenbud-Harris92] és [Kempf93] kénnyen olvashaté beveze-
tést adnak az algebrai geometria modern nyelvezetébe. [Fulton69] és [Walker50]
minimadlis elGismeretet igényld, az algebrai gorbékrol szélo konyvek. Az altalanos
algebrai geometria irdnt komolyan érdekl6k szamdra tovabbi olvasnival6t kindl [Sha-
farevich88] és [Hartshorne77]. Ez utébbi komolyabb kommutativ algebrai tuddst
feltételez, cserébe szigoru bevezetést ad a modern algebrai geometria felépitésébe.
A sziikséges kommutativ algebrai ismereteket tartalmazzak példaul [Eisenbud95]
és [Atiyah-MacDonald69]. Végiil, de nem utolsé sorban [Kollar95] és [Kollar96]
a legmodernebb technikdkrdl és kérdésekrdl adnak részletes leirdst. Ez utdbbiak
olvasdsa azonban mar komoly el6ismereteket igényel.

Hadd idézzem ismét Kollar Janost. [Kollar87]-ben olvashatjuk a kdvetkezot:
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5 --- M. Noether mondta egyszer, hogy az algebrai gorbéket Is-
ten teremtette, mig az algebrai feliilleteket az Ordég. Ez kevés helyet

hagyott a 3-dimenzids algebrai varietdsok szdméra. ... ”

Jelen iréds talan nem mutatja be teljes mértékben, miért mondta ezt M. Noether,
azt azonban megfigyelhette az olvasd, hogy a felilletek osztdlyozasa nagysdgren-
dekkel nehezebb feladat, mint a gorbék osztalyozasa. Azt varnank tehat, hogy a
3-dimenziés algebrai varietdsok osztalyozasa mar szinte lehetetlen. A kozelmilt
eredményei azonban, — ahogy ezt [Kollar87]-ben is olvashatjuk — mast mondanak.
A minimélis modell program — ami Mori elmélet néven is ismert — egy olyan
megkozelitését adja az osztdlyozisi probléménak, ami viarhatéan eredményes lesz
minden dimenzioban. Azt mondhatjuk tehat, hogy a korabban vartakkal ellentét-
ben

5 --. létezik egy mély és sokatmondé elmélet a 3-dimenzids alge-
brai varietasok osztalyozasara, ami sok tekintetben emlékeztet a fe-
liiletek osztalyozasanak elméletére. Minden ezen a teriileten dolgozo
kutaté k6z6s reménye, hogy az eddig bizonyitott eredmények csupan
a kezdetét jelentik egy részletes struktura elmélet kifejlédésének.”

Befejezésiil azt remélem, hogy sikeriilt néhany olvasé érdeklédését olyan mérték-
ben felkelteni, hogy ne érje be ezzel a szerény bepillantdssal, hanem tovabb folytassa
az algebrai geometria megismerését.

FUGGELEK
§A. ADALEKOK A NEM DEFINIALT FOGALMAKHOZ

dimenzi6®. Varietdsok kodimenzidjat és dimenzidjat a kovetkezdképpen definidl-
juk:
codim(Y, X) =sup{k | Y =20 G 21 G -+ G Z}, ahol
Z; € X irreducibilis részvarietasok}
dim X = codim(, X)

divizor. Legyen X egy algebrai varietds. Jelolje Div(X) az X 1-kodimenzids irre-
ducibilis részvarietasai altal generdlt szabad Abel csoportot. Div(X) elemeit divi-
zoroknak hivjuk.

6 Az alaptest C, a komplex szdmok teste, ezért a dimenzié is C felett értendd.
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elliptikus és hiperelliptikus gorbék. Legyen X egy gorbe, amely biraciondlis
az y? = f(x) &ltal definidlt sikgorbével, ahol f tobbszoros gyok nélkiili d-edfoki
polinom. X-et elliptikusnak nevezziik, ha d = 3 vagy 4, és hiperelliptikusnak, ha
d>b.

Megjegyzések. (a) Egy elliptikus gorbe nem hiperelliptikus.

(b) A d > 4 esetben az y? = f(x) altal definialt sikgorbének a végtelenben van egy
szinguléris pontja.

(c) Val6jdban a d = 4 eset nem ad 1j elliptikus gorbéket. Ezen gorbék sima modelljei
szerepelnek a d = 3 esetben.

(d) Egy sima projektiv hiperelliptikus gorbe nem dgyazhaté be CP2-be.

homogén polinom. Egy f € Clzy,...,z,] polinomot d-edfoki homogén polinom-
nak neveziink, ha minden A € C-re

fAzo, ..., Azn) = A f(xo, ..., Tn).
Ez ekvivalens azzal, hogy az f-et alkotd Osszes monom foka d.

izomorfizmus. Egy ¢ : X — Y morfizmust izomorfizmusnak neveziink, ha 1étezik
egy olyan ¢ : Y — X morfizmus, hogy ¢ oy = idy és ¢ o p = idx.

leképezés. Ha a vizsgalt objektumok osztilyat megszoritjuk — jelen esetben a
polinomokkal definidlt alakzatokra —, akkor a megengedett leképezéseket — morfiz-
musokat — is definidlni kell.

Egy ¢ : X — Y affin varietasok kozotti leképezést affin morfizmusnak nevezink,
ha minden f € A(Y) reguldris fiiggvényre*, f o ¢ reguldris X-en. Egy ¢: X — Y
tetszoleges varietasok kozotti leképezést morfizmusnak neveziink, ha affin részekre
megszoritva affin morfizmust kapunk.

metszési szam. A szovegben kozolt definicié nem pontos. Valdjaban igy csak
akkor tudjuk a metszési szamot definidlni, ha D egy olyan divizor, ami az X egy
alkalmas projektiv térbe valé bedgyazisanal megegyezik X és egy hipersik met-
szetével. Igazolhaté azonban, hogy minden divizor el6dll, mint két ilyen tulaj-
donséigu divizor kiillonbsége, tehdt ezen a kozvetett dton tudjuk a metszési szdmot
altalaban definialni.

Itt érdemes megjegyezni azt is, hogy miért fontos, hogy X sima legyen. El-
lenkez6 esetben ugyanis el6fordul, hogy nem minden divizor all el6, mint két olyan
divizor kiilonbsége, melyek az X egy alkalmas projektiv térbe valé bedgyazasdnal
megegyeznek X és egy hipersik metszetével.

Egy elegend6 feltétel ahhoz, hogy metszési szamot tudjunk értelmezni az, hogy
minden divizornak egy alkalmas tobbszorose eléalljon a fenti médon.

regularis és racionadlis fliiggvények. Legyen X C C" egy affin algebrai varietas.
Jelolje
I(X)=A{feClz1,...,z4] | f(z) =0, VzeX}.
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Ekkor az

gylirit az X koordindta gyirijének, a gytliri elemeit pedig requldris figgvényeknek
nevezzilk. Az A(X) héanyadosteste, K(X), az X raciondlis figgvényteste, elemei a
raciondlis figgvények. Ha X egy tetsz6leges algebrai varietds, akkor K (X)-et az
X egy stiri affin részvarietdsdnak a raciondlis fliggvénytesteként definidljuk.

sima. Legyen z € X, és tekintsiikk x-nek egy U C X affin kornyezetét. Legyenek
fi,--, fr az U C C™ affin varietast definidlé polinomok. Ekkor z egy sima pontja
X-nek, ha

Ofi .

rk [ J (:c)} =n —dimU.
(9.73j

Megjegyzés. Ekkor az implicit fliggvény tétel szerint x-nek van egy olyan kornyezete

X-ben, amely egy differencidlhaté sokasdg.

transzverzalis metszés. Egy D hiperfeliilet és egy C' gorbe transzverzalisan met-
szik egymadst, ha minden P € D N C sima pontja D-nek és C-nek, és D P-beli
érintétere nem tartalmazza C' P-beli érintéterét.

§B. UTMUTATO A FELADATOK MEGOLDASAHOZ

(1.3) X = X \ ZUZ és X irreducibilis, tehdt X = X \ Z, azaz X \ Z irreducibilis.

(2.3) (2.2) alapjan X vagy egy egyenes, ami nyilvan izomorf CPl-gyel, vagy egy
masodfoki gorbe. Legyen tehat X egy masodfoki gorbe. Egy gorbe definicié szerint
irreducibilis, tehat X nem tartalmazhat egyenest. Rogzitsink egy zo € X pontot,
és egy To ¢ L C CP? egyenest. Tetszbleges x € X-re legyen ¢(x) az x és az xq altal
meghatdrozott egyenes (az xo-beli érintd, ha = = xg) és az L metszéspontja. Ez a
¢ egy izomorfizmus X és L ~ CP! kozott.

(2.4) Rajzoljunk egy grifot X-re gy, hogy a kivételes pontok a graf csicsai kozé
tartoznak. FEmeljiik fel ezt a grafot Y-ra, azaz tekintsiik az X-en megadott graf
Osképeként adodo, Y-on 1évo grafot. Ekkor az élek és lapok szama d-vel szorzddik,
mig a csicsok szama legfeljebb a d-szeresére n6. Azaz Euler tétele miatt

2 - 2(Y) < d(2 - 29(X)).

(2.5) Ha g(X) = 0, akkor az 4llitds nyilvan igaz, hiszen g(Y) > 0 mindig teljesiil.
Ha g(X) > 1, akkor (2.4) alapjédn:

9(Y) > g(X)+(d—1)(9(X) - 1) > g(X).
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(3.6) R;- Ry = 1, azaz ha linedrisan ekvivalensek lennének, akkor R; - Ry = 1
lenne, de lattuk, hogy valgjdban R; - R = 0.

(4.2) (a) Ha I generdlhaté lenne két elemmel, akkor C[z,y, z] transzcendencia
foka legfeljebb 2 volna.

(b) XNY # 0 azt jelenti, hogy az X-et illetve Y-t definidlé f illetve g polinomok
eltiinnek egy kozos (a, b, c) € C* pontban, azaz

frg€(x—a,y—b,z—c) =M.

Az f és g éltal generalt idedl (a) miatt nem tartalmazhatja 90 egyetlen hatvanyat

sem, tehdt van egy 9M-t61 kiillonboz6 maximélis idedl, M = (x — o',y — b, 2 — ¢),

ami tartalmazza f-et és g-t. Ez éppen azt jelenti, hogy (a’,b',¢) € X NY.
Valéjédban tobb is igaz: ha X N'Y # (), akkor X NY tartalmaz egy gorbét.

(4.6) Legyen z = [u : v] € CP! és (\,) C C olyan, hogy A\, — 0 és =z,
(Ant, Av) € C2. Ekkor (zyn,w(z,)) — (0,2) € C* x CP!, tehat CP' C C
p~1(0) ~ CP!.

Nl
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