
Theorem 5.7.15 (The Crossbar Theorem): If   is a triangle and ܦ is a point in the interior of  , 

then there is a point ܩ such that ܩ lies on both ܦܣሬ
ܥܤܣ ܥܣܤ
ሬሬሬሬԦ and ܥܤതതതത. 

Proof: We shall prove the Crossbar Theorem by contradiction. To begin, let   be a triangle and let 
 be a point  in  the  interior of  . Having  that ܦ  is an  interior point of  , we know  that  the 

points ܦ and ܥ are on the same side of ܤܣശ

ܥܤܣ
ܦ ܥܣܤ ܥܣܤ

ሬሬሬሬԦ and the points ܦ and ܤ are on the same side of ܥܣശሬሬሬሬԦ by the 
definition for the  interior of an angle. Additionally, the definition of betweenness for rays tells us that 

the ray ܦܣሬሬሬሬሬԦ is between the rays ܤܣሬሬሬሬሬԦ and ܥܣሬሬሬሬሬԦ. 

Using the fourth part of the Protractor Postulate, we may state that since the ray ܦܣሬሬሬሬሬԦ is between 
the rays   ሬሬሬሬሬԦ andܤܣሬܥܣ ሬሬሬሬԦ, then   +   =  ߤ. ܦܣܤ ߤ ܥܣܦ ߤ ܥܣܤ  

ܤ ܥ  ,ശሬሬሬሬNowܦܣ let us assume that the points   and   are on the same side of  Ԧ. This will be our RAA 
 Using this assumption with the fact that  points   and   are on  same side of ശhypothesis.  the ܦ ܥ  the  ሬሬሬሬԦ, weܤܣ

may use the definition of betweenness for rays to safely say that ܥܣሬሬሬሬሬԦ   between ܤܣሬis ሬሬሬሬԦ and ܦܣሬሬሬሬሬԦ. Li se, 

we may use the assumption with the fact that the points ܦ and ܤ  on the same  of
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 are  side  ശሬሬሬሬԦ to safelyܥܣ 
say that ܤܣሬሬሬሬሬԦ is between ܥܣሬሬሬሬሬԦ and ܦܣሬሬሬሬሬԦ. Thus we have that eac  ray is between the other two ray  h   s.

Using the fourth part of the Protractor Postulate with the fact that ܤܣሬ  is between ܥܣሬ  and ܦܣሬሬሬሬሬԦ ሬሬሬሬԦ ሬሬሬሬԦ, 
we  get   ,ܥ
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  that  ߤ  ܤܣܥ +  ߤ  ܦܣܤ =  ߤ  .ܦܣܥ Because   ܦܣܥ =   ܥܣܦ and  ܤܣܥ =  ܣܤ   we may 
exchange  the ms  eq  and  then  itut  equa n  fo  ܥܣܤ in our earlier 
equation  getting  us ߤ  ܦܣܤ +  ሺߤ  ܥܣܤ +  ߤ  (ܦܣܤ =  ߤ ܥܣܤ plifying,  we  get  that 
ߤ  + ܥܣܤ = ܦ . T tulate defines that these measures are real numb rs, 
so ay us  rules of arithmetic to get that 2ߤ ߤ and consequently that °0 = ܦܣܤ  The .°0 = ܦܣܤ
second part of the Protractor Postulate af hat  ሬܤܣ if and only if °0 = ܦܣܤ
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fir   ሬԦ an  as such ܤ ,ܣ 
and ܦ are collinear. 

Howev

d

er a problem arises when we realize that since ܦ  lies on the rayܤܣሬሬሬሬሬԦ,  it cannot be on the 
same side of ܤܣശሬሬሬሬԦ as the point ܥ and therefore could not be an  interior point o  but this would ܥܣܤ

ct the primary hypothesis that ܦ is in fact an interior point. Thus our assumption is false and the 

points ܤ and ܥ  therefore   on opposite sides of ܦܣശ

f 
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 must lie ሬሬሬሬԦ. 

The second part of the Plane Separation Postulate tells us that since the points ܤ and ܥ are on 
opposite  sides  of  ശܦܣ   then  the  line  segment  തܥܤ   intersects  the  line  ശሬሬሬሬԦܦܣ തതത ሬሬሬሬԦ.  Let  us  call  this  point  of 
intersection ܩ. Now we know that ܩ lies on ܦܣശሬሬሬሬԦ and ܥܤതതതത but we need to check to be certai  that ܩ lies on 
the ray ܦܣሬ

n
ሬሬሬሬԦ and to do his we will use another con diction. 

Firs et us note that since ܩ is a point on ܥܤത

 t tra

t l തതത it is an interior point of   This is clear because .ܥܣܤ
 and since there is only one point of intersection for every pair of lines according ܥ and ܤ is between ܩ
to a previously proven theorem, ܥܩതതതത does not intersect ܤܣሬሬሬሬሬԦ and ܩܤതതതത does not  sect ܥܣሬinter ሬሬሬሬԦ because their 
ould be poin s of  intersection are ܤ and ܥ  respectively, and  those points do not  lie  in ܥܩതw t തതത and ܩܤതതതത 

respectively. 



Now, let us assume that t  point ܩ does not lie n the ray ܦܣሬhe  o ሬሬሬሬԦ, then since it lie n the line ܦܣശs o ሬሬሬሬԦ, 
it must lie on the opposite ray ܩܣሬሬሬሬሬԦ because this is merely an application of set theory since ܩ elongs  

the set ܦܣശ
 b  to

ሬሬሬሬԦ minus the set ܦܣሬ . Observing now that ܦܣሬ  and ܩܣሬሬሬሬሬԦ ሬሬሬሬԦ ሬሬሬሬԦ are opposite rays, we see that ܣ must be 

between   ሬ ܩ and ܦ otherwise either ܩ would lie on the ray ܦܣሬሬሬሬԦ or ܦ would lie on the ray ܩܣሬሬሬሬሬԦ. 

Additionally, we have  the  important  fact  that ܦܩശሬሬሬሬԦ  intersects ܤܣശሬሬሬሬԦ and ܦܩശሬሬሬሬԦ  intersects ܥܣശሬሬሬሬԦ, and  in 
both cas  this intersectio ccurs at the point ܣ an  we know that it occurs only at this point, again by 
a previously proven theorem. Because the lines intersect a  the point ܣ is between ܩ  d 

es n o d
nd   an  we know ,ܦ

that the line segment ܦܩത  intersects both ܤܣശ  and ܥܣശതതത ሬሬሬሬԦ ሬሬሬሬԦ. Thus, we may say that the points ܩ and ܦ lie on 
opposite  sides of both  the  lines ܤܣശሬሬሬሬԦ and ܥܣശሬሬሬሬԦ by  the Plane Separation  and  the de ition  for 
points lying on opposite sides of a line.  

On  the other hand,  returning back  to  the  fact  that ܦ and ܩ are  interior points of  we ,ܥܣܤ
know that they are bo on the same side ശܤܣ 

 Postulate fin

 

th   of ሬሬሬሬԦ as e point ܥ and they are both on the same  of 

ശܥܣ
 th  side

ሬሬሬሬԦ as the point ܤ and thus they   both  on the same side of ܤܣശmust  be ሬሬሬሬԦ and ܥܣശሬሬሬሬԦ as one another, but this 
contradicts what we just found, so our assumption must be false and ܩ must lie on the ray ܦܣሬሬሬሬሬԦ. Q.E.D. 


